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Trasformazioni del piano (affinita, similitudini, isometrie)

Dato un insieme S di punti (X, y) del piano, una matrice quadrata A di dimensioni
2x2 e un vettore v, EffeDiX puo applicare ai punti di S la trasformazione affine

t: (X) - A(X)+v
y y
e tracciare nel piano sia l'insieme S sia il suo trasformato S’. L'opzione da utilizzare
e Oggetti grafici - Trasformazione affine di un insieme di punti.

L'insieme S deve essere definito mediante un file .txt costituito da coppie di dati x,
y in formato di tabella (fino a 15000 coppie). Per creare un file di questo tipo ci
sono molti modi, eccone alcuni:

(1) utilizzare I'opzione Oggetti grafici — Grafico a dispersione

(2) utilizzare I'opzione Oggetti grafici — Tabella curva parametrica

(3) utilizzare 'opzione Oggetti grafici — Luogo di punti

(4) utilizzare 'opzione Tabelle — Tabella x, f(x)

(5) utilizzare I'opzione Oggetti grafici — Filled Julia set

E’ anche possibile applicare la stessa trasformazione o una nuova trasformazione al
trasformato S’ ottenendo cosi un nuovo trasformato S” (e cosi via). Nota: I'insieme
S e i successivi trasformati di S sono indicati da EffeDiX con i simboli: S 0, S_1,
S 2, ecc. Aprendo le finestre degli oggettiS_.0e S_1 (0 S_1e S_2, ecc.) troverete
nell’ordine le coordinate di punti corrispondenti.

Ricordiamo che una trasformazione affine non degenere (cioe biiettiva) t del
piano € caratterizzata dal fatto che trasforma rette in rette. Un trasformazione
affine non degenere ¢ in particolare lineare se fissa |'origine (quindi se v=vettore
nullo).

Esempio 1

Creare il file quadrato.txt per tracciare il quadrato Q; | y 5
di vertici: 1 2 O
2 2 O

(1, 1), (1, 2), (2, 2), (2, 1) 2 : =

1 1 OJ

Useremo |'opzione Oggetti grafici - Grafico a - =

dispersione. La figura a fianco mostra la finestra Canc.titto | Canc.figa || Impota | |oqgn
d'impostazione, notare che per chiudere il quadrato
serve un punto in pit che deve coincidere col primo.

[ Wisuali nti
| Visualizza purti oK

¢l
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Per salvare il file fare clic col pulsante destro del mouse sulla tabella e selezionare

I'opzione Salva dati su file (.txt).

Esempio 2

Creare il file quadrato_pieno.txt per tracciare il
quadrato Q. con gli stessi vertici del quadrato
Q: dell’esempio precedente ma in cui siano

presenti un certo numero di punti interni
equidistribuiti.
Useremo l'‘opzione Oggetti grafici = Luogo di

punti. La figura a fianco mostra la finestra
d'impostazione. Dando |I'ok sara generato un
grafico a dispersione di cui aprirete la fine-
stra; a questo punto procederete come gia
visto nel es. precedente per salvare il file.

—_

=]
n

3

c
=

£n

e Luogo di punti *

Insieme dei purti della regione
rettangolare R del piano tali che:

* pfima opzione {(uogo di zen)
ooy =0

Ofixy)=0 Ofxyz0 O fley >

flxy)= 0O

=

Regione rettangolare Rindividuata dax1 €x<x2 e yl <y < y2

xl= 1 x2= 2 num. intervalli =

7

yl= 1 y2= 2

Imposta l'sttuale regione di piano visualizzata
Traccia il bordo della regione R

G

C.

=

o

1

‘]

3
o
-

Nota: vengono tracciati tutti i punti della regione [1, 2] x [1, 2] con 7 intervalli
perché la funzione f(x, y) impostata & identicamente uguale a 0 e il luogo di zeri &

f(x, y)=0.

Esempio 3 (proprieta di una trasformazione affine)

Applica la trasformazione affine t individuata dalla matrice

A= 12 e dal vettore v= 0
1 —1 0

al quadrato Q; dell’esempio 1. Cosa si puod osservare?

In questo caso il vettore v € nullo, la trasformazione

)= 2)5)
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e lineare; possiamo anche esprimerla mediante le equazioni x’=x+2y, y’=x-y. La
figura seguente mostra la finestra d'impostazione per applicare la trasformazione al
quadrato Q.

g”* Trasformazione affine di un insieme di punti > o

g
Applica la trasformazione affine

P
S Y

ai purti (x, ¥) di un dato insieme
S e traccia [immagine 5.

Si pud anche applicare una nuo- 1\ *
va trasfarmazione al trasfarmato n «

5"e cosivia.

Matrice A e vettore v. Se v & nullo |a trasformazione &
lineare

=]

1 2
A= 3
L -1 1o 1 2 3 4 5 & 7
0
V=
0

Insieme 5 (dati da importare)

Importa da file td

Impastazioni

Traccia anche S [ | Applica solo a traslazione
Collega i punti [ Visualizza i purti

[C] Applica la trasformazione alluttimo trasformato 5_1
Informazioni sulla trasformazione
Imposta la matrice inversa di A | oK |

Osservazioni.

(1) La trasformazione porta punti distinti in punti distinti, & biiettiva; condi-
zione necessaria e sufficiente affinché cid accada € che la matrice A sia non
singolare (quindi invertibile) e cid accade se il suo determinante € non
nullo, come nel nostro caso.

(2) Il quadrato si trasforma in un parallelogramma, si conserva il paral-
lelismo (lati paralleli si trasformano in lati che sono ancora paralleli);
guesta € una proprieta generale di tutte le trasformazioni affini (non
degeneri): rette parallele sono trasformate in rette che sono ancora
parallele. Non si conservano invece lunghezze di lati corrispondenti e le
ampiezze di angoli corrispondenti (in generale una trasformazione affine non
conserva la distanza tra due punti e non conserva gli angoli ma in alcuni
casi importanti, che esamineremo, potrebbe esserci la conservazione).

(3) La trasformazione ha mutato I'orientamento della figura: nel quadrato i
vertici si susseguono in senso orario mentre nel parallelogramma in senso
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antiorario; per verificarlo devi aprire le tabelle relative alle due trasfor-
mazioni facendo clic col pulsante destro del mouse sui relativi oggetti
presenti nel box sotto il piano cartesiano (vedi le figure seguenti, la prima si
riferisce all'insieme S_0 la seconda al trasformato S_1).

€* Grafico a dispersione X

€ Grafico a dispersione X
b4 v = ¥
1 2 ] 5 -1 0]
2 2 O € o m]
2 1 (] 4 1 ]
1 1 ] 3 0 O
. a
Canc. tutto Canc. riga Importa Leqaimi Cane. tutto Canc. riga Importa —
[ Visualizza purti oK (] Visualizza purti ‘Tl

Come vedi il punto (1, 1) va nel punto (3, 0), (1, 2) va in (5, -1) e cosi via.
In generale se il determinante della matrice A e negativo si inverte
I'orientamento della figura, se €& positivo si conserva. Nel nostro caso il
determinante vale -3.

(4) E' facile calcolare, per sottrazione, I'area della figura trasformata: e 3,
mentre |'area del quadrato di partenza e 1. In generale se S’ & la trasformata

per affinita (non degenere) di una regione piana S, la relazione tra le aree ¢ la
seguente:

area(S’) = |det(A)| area(S)

(5) La figura a fianco mostra la stessa ¢ v
trasformazione applicata al quadrato Q:
dell’'esempio 2 (quadrato_pieno.txt) che
ha gli stessi vertici di Q:; qui pero
abbiamo la conferma visiva che punti
allineati si trasformano in punti allineati - o’ e

(cioé la trasformazione porta rette in e
rette), proprieta che caratterizza le tra- - PP
sformazioni affini non degeneri. Anche il L

fatto che un quadrilatero sia trasformato

in un quadrilatero e che in generale si
conservi il numero dei lati di un poligono
discende dalla conservazione dell’allinea-
mento (e dalla biiettivita).

-7

-1 0 1

(%]
(3%}
.
wn

Nota. Quando operate su una regione piana definita dai punti interni anziché su un
poligono definito dai vertici ricordatevi di togliere, nella finestra d'impostazione,
la spunta alla casella “Collega i punti” (vedi figura seguente). La dimensione dei
punti pud essere cambiata a seconda dei casi mediante il pulsante “Imposta”
(scheda “Prossimo oggetto”, box “Punto”)
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&” Trasformazione affine di un insieme di punti

Applica la trasformazione affine

A

8y

ai punti {x, ¥) di un dato insieme
S e traccia l'mmagine 5.

Si pud anche applicare una nuo- .
va tragformazione al trasformato

S'e cosivia.

|+

Matrice A e vettore v. Se v & nullo |a trasformazione &
lineare

Insieme 5 (dati da importare)

Importa da file tdt Per generare il file utiizzare, ad
es., l'opzione "Grafico a disper-
quadrato_pieno tx sione” o "Tabella curva parame-
tica”.
Impostazioni
Traccia anche 5 [ Applica solo |a traslazione
[ Collega i punti

] Applica |a trasformazione all'ultimo trasformato 5_1

Informazioni sulla trasformazione
Imposta la matrice inversa di & 0K ]

Esempio 4 (matrice A singolare)

Applica la trasformazione affine t individuata dalla matrice

A= 10 e dal vettore v= 0
0 0 0

by

al quadrato Q: dell'esempio 1. Cosa si puo
osservare?

3
o

o

In questo caso EffeDiX vi segnala che la matrice Ae
singolare, il suo determinante € nullo, la trasfor-
mazione non € biiettiva, tutto il piano “collassa”
sull'asse delle x, lI'immagine del quadrato € un | L sessse— -

segmento.

o

Esempio 5

Un’affinita trasforma coniche in coniche dello stesso tipo. Applica alla circonferenza
unitaria con centro nell’'origine una qualsiasi affinita e verifica che la curva
trasformata e un’ellisse.
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1

Consideriamo ad esempio l'affinita t(x) _,( .
y —_—

Utilizziamo |'opzione Tabella curva para-
metrica per generare il file circonferenza.txt
(vedi figura a fianco). Per salvare il file fare
clic col pulsante destro sulla tabella.

Le finestre seguenti mostrano la finestra
d'impostazione della trasformazione e il
risultato.

Per approssimare I'equazione cartesiana
dell’ellisse utilizza I'opzione Oggetti grafici -
Conica per 5 punti considerando 5 punti
(non troppo vicini) della tabella relativa al-
I'insieme S_1 dei punti trasformati.

[=x]

g”* Trasformazione affine di un insieme di punti

Applica |a trasformazione affine
A+

N

3/2
2

X
y

I

)+

1
2

2

e”* Tabella curva parametrica

Funzione di [a.b] in R*: t — {x(t). yw(t})

x|

¥l

th=

cost

=1

1)=

nt

Intervallo [3, b] e passo pert

a=

Cifre decimali (amotondamenta) =

0

b= Z2pi

passo= 0,1

12~

t

0
o
o

1
P2
.3

x(t)

0,595004165278
0, 580066577841
0,55533648512¢6
0,521060954003
0,87738256189
0,82533561451
0,764842187284
0,E96T706705347
0,621605968271
0,54030232058¢8
0,4535%6l2142¢
0,362357754477

v (t)

0
0,099833416647
0,198669330755
0,295520206661
0,389418342309
0,479425538604
0,564642473395
0,644217687238
0,7173560909
0,783326909627
0,B841470984808
0,891207360061
0,932039085967

ai purtti {x, ) di un dato insieme \ - & i p "‘\.
5 e traccia limmagine 5. - = / '-.I
Si pud anche applicare una nuo- ® r
va trasformazione al trasformato 2 7 |
5'e cosivia. - / /
Matrice A e vettore v. Se v & nullo |a trasformazione & 7 f 7
linears /S
| _,"
1 3/2 1 i /
A= \ o
-1 2 e
0 e x
1
V=
5 -1
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
-

Insieme 5 (dati da impartare)

Per generare il file utilizzare, ad

Importa da file b
= es., l'opzione "Grafico a disper-

circonferenza b siong" o "Tabella curva parame-
trica”.

Impostazioni

B Tracciaanche 5 | Applica solo la traslazione

B Collegai purti [ Visualizza i purti

(] Applica |a trasformazione allultimo trasformate 5_1

¥

Informazioni sulla trasfarmazione

Imposta la matrice inversa di A




Guida a EffeDiX — Trasformazioni del piano (affinita, similitudini, isometrie) - © Paolo Lazzarini 2008-2026

Esempio 6 (tutti i triangoli sono affini)

Dati tre punti non allineati P, Q, R e tre punti non allineati P', Q', R' esiste una e
una sola trasformazione affine del piano che porta P in P', Q in Q', R in R'; da cio
segue che tutti i triangoli del piano sono affini. Verificare che scegliendo come si
vuole due triangoli nel piano, esiste un’‘unica affinita che trasforma I’'uno nell’altro.

Scegliamo ad esempio i due triangoli:

P(_ZI _1)1 Q(OI 1)1 R(ll O)
P'(1, 2), Q'(2, 4), R'(3, 2)

c d
incognite seguente:

Posto A:( ) e v:(lec) dobbiamo risolvere il sistema lineare di 6 equazioni in 6

-2a-b+e=1
-2c-d+f=2
b+e=2
d+f=4
ate=3
ct+f=2

Ad es. le prime due equazioni rappresentano il sistema (z Z)(_i)+(‘;):(;) e cosi
via per le altre coppie di equazioni.

Calcolo - Soluzioni sistema lineare, la figu- o T
. . ). Sistema lineare, n equazioni, n incognite n= g -
ra a fianco mostra la finestra d’imposta- - Ax =b o
i A =matrice n x n incompleta {matrice dei coeff.
Zlone. x = vettore incognite, b = vettore termini noti
. . . . . . (A | b) = matrice n x {n+1) completa
AttenZ|one al COfoIClentl de”e equaZ|0n| da Matrice completa (in azzumo la colonna dei temini noti)
inserire nella matrice incompleta, tener 2 | 3 0 o | 1 0 .
presente che le incognite sono nell’ordine: 0 0 2 1 0 1 2
a, b, c, d, e, fe alcuni loro coefficienti sono 0 1 0 0 1 0 2
nU”i 0 ] 1] 1 ] 1 4
1 1] 1] 1] 1 1] 3
0 ] 1 ] ] 1
CK
Soluzione
D.?"E- rango(f) = E.|_
x2= |-025 rango (Alb)= &
Le figure seguenti mostrano la finestra x3= |05 Dim.ker®)= 0
d'impostazione per eseguire la trasfor- = |15 Parametrilber = 0
mazione e il risultato. 5= |25
xb= |25 Il sistema ha un'unica
soluzione
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5 ¥
e* Trasformazione affine di un insieme di punti
Applica la trasformazione affine - y .
Aly)+v . . 3
ai purti (x, y) di un dato insieme L 3
S e traccia l'mmagine 5. - =
Si pud anche applicare una nuo- *
va trasformazione al trasformato 1
5" e cosivia.
0 x
Matrice A e vettore v. 5 v & nullo |a trasformazione &
lineare -1
0,73 -0,25 -2
A= 4 3 2 1o 1 o2 3 &4
-0,3 1,5 -3
2,23
Y =
2,5
eesdlbe s Nota. Poiché un parallelogramma &
! Per rare il file utili ,ad A LT . . .
pota da fle bt e o - individuato da tre punti non allineati an-
triangolo 1 b e che tutti i parallelogrammi sono affini
oostaion (ma non sono tutti affini i quadrilateri che
mpostazioni . . .
B Tracciaanche 5[] Applica solo la traslazione g_oc_lono,‘ i generale’ di un ulteriore grado
B Collegai punti [ Visualizza i purti di llberta)'
(] Applica la trasformazione allultimo trasformate 5_1
Informazioni sulla trasformazions
Imposta la matrice inversa di A

Esempio 7 (ancora proprieta di un’affinita)

Considera il quadrettato Q delle figure seguenti.

€ Grafico a dispersione 5 ¥
b4 v 4
» EN O
— g
1 4 O -
4 4 I:I 7
4 1 O
1 1 O 1
1 2 O
4 2 (] o X
4 3 O
— -1
1 3 O
1 4 O )
2 4 O 2 1 o 1 2 3 4 5 &
2 1 O -3
3 1 O
3 4 (]
. O
Canc. tutto Canc. riga Importa

Leaaqimi

[ Visualizza punti

H
=

L
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Applica a Q una qualsiasi trasformazione affine non degenere e verifica che:
(1) si conserva il rapporto tra segmenti situati su una stessa retta (cioe tale
rapporto € uguale a quello dei corrispondenti);

(2) si conserva il rapporto tra le aree di regioni corrispondenti.

Applichiamo ad esempio la trasformazione affine

()= 25)G)H0

14y
&* Trasformazione affine di un insieme di punti * 1

Applica |a trasformazione affine YT T 12

A |:;,.:|+u 11
ai punti {x, ¥) di un dato insieme 10
5 e traccia limmagine 5.

S5i pud anche applicare una nuo-
wa trasformazione al trasformato
5'e cosivia.

Matrice A e vettore v. Se v & nullo a trasformazione &
lineare [

1 1 4
A= g
2 2/3 5

x

3
v | —————
L ::41—13'123i55.78"1:-1112131L

=

[==]

Insieme S (dati da importare)
Importa da file it
quadrettato txt

Impostazioni
Traccia anche 5 [_| Applica solo a traslazione
Collega i punti [ Visualizza i purti

(] Applica |a trasformazione all'uttimo trasformata 5_1

Informazioni sulla trasformazione
Imposta la matrice inversa di A l oK ]

k

Osservando il risultato della trasformazione, ci rendiamo conto che la distanza tra
punti corrispondenti non si conserva ma si conserva il rapporto 1/3 tra il lato del
quadrettato Q e il lato di un quadretto di Q che si trova sulla stessa retta o su una
retta parallela (cioeé tale rapporto € lo stesso se consideri i corrispondenti in Q);
non si conserva invece il rapporto tra segmenti che non sono su rette parallele
(ad esempio il rapporto tra lati consecutivi di Q € 1 mentre e diverso da 1 in Q). Si
conserva inoltre il rapporto tra aree di regioni corrispondenti, ad esempio |'area di

ciascun quadratino di Q e 1/9 dell’'area di Q e l'area di ciascun piccolo paral-
lelogramma di Q’ € ancora un 1/9 dell’area di Q".
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Esempio 8 (composizione di due trasformazioni lineari, prodotto di due matrici)

Considera il quadrato Q; dell’esempio 1 (quadrato.txt) e opera in sequenza due
trasformazioni lineari t; e t; individuate dalle matrici A; e A, (prima applicherai t; al
quadrato iniziale ottenendo un parallelogramma Q:’, poi applicherai t; a Q. otten-
endo un parallelogramma Q:"”). Verifica che puoi andare direttamente da Q; a Q.”
mediante la trasformazione lineare individuata dal prodotto matriciale A,-A; (atten-
zione all’‘ordine, il prodotto di matrici non commuta).

Consideriamo ad esempio le due trasformazioni lineari
L[ x 1 2 \[x L[ x 1/2 1\(x
t,: - t,: -
y 0 —-1)\y y 0 2/\y
Eseguiamo come al solito la la prima trasformazione (vedi figure seguenti).

1
e” Trasformazione affine di un insieme di punti X -

Applica la trasformazione affine

A [
Alylev A e 1
ai punti {x. y) di un dato insieme
S e traccia limmagine 5. + 0 bi
Si pud anche applicare una nuo- 1‘\ *
va trasformazione al trasformato 1
5'e cosivia.
Matrice A e vettare v. Se v & nullo |a trasformazione & <

lineare

“(. )

=

=]
—_
(g% ]
[
o
o
=11

i

Insieme 5 (dati da impaortare)

Importa da file txt

quadrato txt

Impostazioni

Traccia anche S5 [ Applica solo |a traslazione
Collega i punti [ Visualizza i punti

(] Applica la trasformazione all'ultimo trasformato 5_1

Infarmazioni sulla trasformazione

Imposta la matrice inversa di A

Ora, prima di eseguire la trasformazione t,, mettiamo la spunta sulla casella
“Applica la trasformazione all’'ultimo trasformato S_1" (se non lo facessimo la
trasformazione sarebbe applicata di nuovo al quadrato iniziale).

Le figure seguenti mostrano la nuova situazione.
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Al

5"e cosivia.

Matrice
lineare

A

(

ex Trasformazione affine di un insieme di punti 3y
Applica la trasformazione affine 2
-
vy ]
ai purti (x, ¥} di un dato insieme
S e traccia limmagine 5.
Si pud anche applicare una nuo- 0 x
va trasformazione al trasformata
-1
A e vettore v. Se v & nullo 1a trasformazione &
-2
1/2 1
-3
o 2
o 1 o 1 2 3 4 5 & 7
v = I
o

Insieme

Importa da file bt

quadrato txt

5 (dati da importare)

Per generare il file utilizzare, ad
es., l'opzione "Grafico a disper-
sione” o "Tabella curva parame-
trica”.

Impostazioni

] Traccia anche 5
B Collegai punti

|| Applica solo |a traslazione
|_J Visualizza i punti

B Applica la trasformazione all'ultimo trasformate S_2

Informazioni sulla trasformazione

Imposta la matrice inversa di A

.

Ora eseguiamo il prodotto A,-A; delle due
matrici nell’ordine inverso rispetto a quello in
cui le abbiamo inserite

1/2 1) (1
o 2)\o

2 \_(1/2
-1)7\ 0

0
-2

e prima di eseguire la trasformazione con la
nuova matrice togliamo la spunta alla casella

“Applica la trasformazione all’ultimo trasformato S_2”, in tal modo la trasfor-
mazione sara applicata al quadrato iniziale (figure seguenti).

[

LI
2
Applica la trasformazione affine
Aly)+v 1
ai punti {x, y) di un dato insieme
S etraccia limmagine S'. 0 X
Si pud anche applicare una nuo-
va trasformazione al trasformato =
5'e cosivia.
Matrice A e vettore v. Se v & nulla la trasformazione & -2
linears
-3
1/2 1]
A. = -4
0 -2 -
-1 0 1 2 3 4 5 & 7
_F
0
W= -
0

Insieme 5 (dati da importare)

Importa da file tet Per generare il file utilizzare,

es., l'opzione "Grafico a disper-

quadrato td sione” o "Tabella curva parame-
trica”.
Impostazioni
B Tracciaanche S (| Applica solo |a traslazione
B Collega i punti [ Visualizza i punti

[ Applica la trasformazione allultimo trasformato 5_1

Informazioni sulla trasformazione

Imposta la matrice inversa di A

ad
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Nota. Nel caso della composizione di due trasformazioni affini Aixx+v: e Ax+v,, la
trasformazione composta &

As(Aix+Vvi) + vo = (AxA)X + Avy + V2

Quindi la parte lineare della composizione € la matrice prodotto A;'A; e la
traslazione e data dal vettore A,v: + v,.

Esempio 9 (inversa di una trasformazione lineare, matrice inversa)

Una trasformazione lineare t: (X - A[ %] & invertibile se e solo se lo & la matrice A
y y

(cioé se det(A)%0) e la trasformazione inversa & ¢ ' (X) - Al(").
y y

Considera il quadrato Q; dell’esempio 1 e opera una qualsiasi trasformazione line-

are invertibile t che portera il quadrato Q: nel parallelogramma Q:’. Applica poi a

Q.’ la trasformazione inversa t! e verifica che Q,” coincide col quadrato iniziale

(dunque la composizione di t e t non “cambia nulla”, € la trasformazione identica

e il prodotto A'A & la matrice identita).
Consideriamo ad esempio la trasformazione lineare
. (x) N (—1/2 3/4)()()
y L2 )\y
e applichiamola al quadrato Q: (figure seguenti).

e’ Trasformazicne affine di un insieme di punti >

Applica la trasformazione affine

A N
BTy
\y/

ai punti g, y) di un dato insieme
5 e traccia limmagine 5.

Si pud anche applicare una nuo-
va trasformazione al trasformato

5" e cosivia.

Matrice A e vettore v. Se v & nullo |a trasformazione & =
lineare

—1/2 3/4
A= 0 X
- 2 a 2 1 3 5
3

ol Ca—

Insieme S (dati da importare)

(%]
o

[=]

Importa da file tat

quadrato txt

Impostazioni

Traccia anche 5 [ Applica solo la traslazione
Collega i punti [ Visualizza i purti

[] Applica la trasformazione allultimo trasformato 5_1

Informazioni sulla trasformazione

Imposta la matrice inversa di A I oK ]

a
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Ora procediamo cosi:

1) facciamo clic sul link “Imposta la matrice inversa di A” che si trova in basso nella
finestra d'impostazione; in questo modo avremo sostituito la matrice originaria con
la sua inversa A!;

2) mettiamo la spunta sulla casella “Applica la trasformazione all’ultimo trasfor-
mato S_17";

3) eseguiamo la trasformazione (figure seguenti): il parallelogramma Q:’ si tras-
forma nel quadrato iniziale, come ci aspettavamo.

&* Trasformazione affine di un insieme di punti

Ppplica la trasformazione affine
A I:;.:|+v
ai purti {x, y) di un dato insieme

|
5 e traccia limmagine 5. kS - 4
Si pud anche applicare una nuo- "
va trasformazione al trasformato -

5" e cosivia.

Matrice A e vettore v. Se v & nullo |a trasformazione & z
lineare
1
( —-1,142857142 0,428571428¢ )
A= 0 X
0,5714285714 0,285714285° 3 1 e i 3 3 A 5 5

0
W=
o
Insieme 5 (dati da importare)

Importa da file tet Per generare il file utiizzare, ad

es., I'opzione "Grafico a disper-
quadrato txt sione” o "Tabella curva parame-
trica”.
Impostaziani
(] Traccia anche S [ Applica solo |a traslazione
Collega i puriti [ Visualizza i punti

Applica |a trasformazione allultimo trasformata 5_2

Informazioni sulla trasformazione

Imposta la matrice inversa di A oK l

Volendo calcolare a mano l'inversa A! della matrice A:(a Z) useremo la formula
C

A1 didet(A) —b/det(A))

—cl/det(A) aldet(A)
Si verifica facilmente che A‘l-AzA-A_lz((l) 2) dove I=((1) (1)) & la matrice identica.

Nota. La trasformazione inversa di una trasformazione affine t: u - Au+v, dove

X

abbiamo indicato con u il vettore (
y

), e data da A 'u—A"'v, sempre che A sia

invertibile. Infatti si ha:

ti(t(u)) = A (Au+v)-Alv = (AA)Ju + Alv — Alv = Tu=u
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Esempio 10 (similitudini)

Premessa

Una trasformazione t del piano € una similitudine se esiste un numero reale k>0,
chiamato rapporto di similitudine, tale che per tutti i punti P e Q si ha

distanza(t(P), t(Q)) = kdistanza(P, Q)
In altre parole, una similitudine € una trasformazione che moltiplica tutte le
distanze per lo stesso fattore positivo.
Una similitudine ha le seguenti proprieta:

1) e una trasformazione biiettiva e trasforma rette in rette, quindi & un
particolare tipo di affinita (non degenere);

2) conserva gli angoli;

3) conserva la forma.

La matrice A che caratterizza una similitudine del piano & del tipo

A:(—ab 2)

oppure del tipo

a b
A=
5 2
con a’+b? non nullo. Nel primo caso la similitudine conserva l'orientamento della
figura, nel secondo lo inverte. Inoltre il rapporto di similitudine k € dato da

k=Va'+b’

Esperimento

Considera i due triangoli rettangoli in figura: sono * 4
evidentemente simili. Determina ['affinita t che tras- :
forma il triangolo blu nel triangolo rosso; potrai : E
verificare che la matrice A di tale affinita & del tipo ‘

che caratterizza una similitudine.

X
Punti corrispondenti: : | ‘

P(1, 1), Q(1, 2), R(3, 1)
PI(_ll _2)1 Q,(_3I _2)1 R,(_ll 2)

P
L
(%]
—_
(=]
—ry
Fa
()
=

a b
c d

sistema lineare di 6 equazioni in 6 incognite seguente:

Posto A:( ) e v:(?) dobbiamo risolvere il
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a+bre=-i

c+d+f=-2 = |
a+2b+e=-3
c+2d+f=-2
Matrice completa (in azzuma la colonna dei termini noti
3a+b+e=-1 1 1 > —T T o 5
3c+d+f=2 0 0 1 1 0 | 1 2
1 2 0 ] 1 0 -3
(vedi figura a fianco). Quindi I'affinita t e L I 2 o 1| 2
3 1 0 1} 1 0 -1
t.X_)0_2X+1 0 0 3 1 o KR 2
y 2 0 )\y —4
[ ok |
e la matrice A e del tipo che ci aspettavamo. Ese- Soluzione
guendo la trasformazione potrai verificare che il «1= [ el ¢
triangolo blu viene portato nel triangolo rosso. o == E0E
- Dim. ken(f)= 0
q q q q 4= |0 o
Nota. Cambiando la corrispondenza tra i punti ad | | ok
esempio in questo modo: x6- |4 Il istema ha un'unica
soluzione

P(1, 1), Q(1, 2), R(3, 1)
PI(-3I -2)1 Q,(-ll -2)1 R,(-ll 2)

troveresti ancora un triangolo sovrapponibile al trasformato precedente ma non si
conserverebbe il rapporto tra lati corrispondenti, quindi la trasformazione sarebbe
un’affinita che non @ una similitudine!

Esempio 11 (omotetie)

Premessa

X
Yo
fissa O, cioe t(0)=0. Un‘omotetia essendo una particolare similitudine & quindi
anche una particolare affinita. La conservazione della direzione & una condizione
piu forte della conservazione del parallelismo, significa che ogni retta viene
trasformata in una retta parallela o in se stessa. Un‘omotetia t di centro O ha
questa forma

()= {5 AGpo-efy) e

e il rapporto di similitudine & |a].

Un‘omotetia t di centro O:( ) e una similitudine che conserva la direzione e

Esperimento

Considera i due triangoli rettangoli in figura: sono =
evidentemente omotetici (sono simili e lati corris- -
pondenti sono paralleli). Determina ['affinita t che .
trasforma il triangolo blu nel triangolo rosso; potrai
verificare che la trasformazione e del tipo che carat-
terizza un’‘omotetia. P

=]
—
[R=]
(351

=
N
53]
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Punti corrispondenti:

P(1, 1), Q(1, 3), R(2, 1)
P(2, 3), Q'(2, 7), R'(4, 3)

. . . A a b . . .
Consideriamo una generica affinita con A:( d) e v:(;); dobbiamo risolvere il
C
sistema lineare di 6 equazioni in 6 incognite se-
guente. Sistema lineare, n_?qua:i-:uni.n incognite n= 6 —
a+b+e=2 e
A b matn 2 nx n 1 ,Jmpl;-ta
C+d+f=3 Matrice completa (in azzumo la colonna dei termini noti
a+3b+e=2 1 0 0 1 0 2
c+3d+f=7 o [ o [ e [
1 3 0 0 1 0 2
2a+b+e=4 0 0 1 3 0 1 7
2c+d+f=3 2 |1 0 o |1 |04
0 0 2 1 0 1 3
(vedi figura a fianco). Quindi I'affinita t &

oK
t: (X) — (2 0)(X)+(0) Seluzione
y 0 2 y 1 x1= rango(A) =

rango (Alb) =
ed e del tipo che ci aspettavamo. Il rapporto di xa- i

similitudine € a=2. Il centro di omotetia si ricava xd=
dall’equazione

Dim. ker{A) =

o 2 |, |[;

Parametri liberi =

— = o o

Il sistema ha un'unica
soluzione

e dunque e (0, -1); puoi verificare che (0, -1) € un
punto fisso per t, t(0, -1)=(0,-1) ed € l'unico punto :
fisso. La figura a fianco e stata generata eseguendo la =
trasformazione; sono anche state tracciate le tre rette * _
per coppie di punti corrispondenti, puoi verificare che si B
intersecano nel centro di omotetia; inoltre se P e P’

sono punti corrispondenti si ha

w_.
(%]
%

=@
=
(%]
o
.
wn
o
i

distanza(P’, O) = |a|-distanza(P, O)

Notal. Se a=1 la trasformazione e l'identita, tutti i
punti del piano sono fissi e non ha senso parlare di
centro di omotetia.

=

[==] I S

-

Nota2. Come ulteriore esempio prova a deter-
minare |‘'omotetia che porta il triangolo blu nel =
triangolo rosso della figura a fianco. Cosa noti? .

n

-10
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Esempio 12 (isometrie)

Premessa

Una trasformazione t del piano € un‘isometria se per ogni coppia di punti P e Q si
ha
distanza(t(P), t(Q)) = distanza(P, Q)

In altre parole, un‘isometria € una trasformazione che conserva le distanze.

Un’isometria € una trasformazione biiettiva e trasforma rette in rette, quindi € un
particolare tipo di affinita (non degenere) ed € anche un particolare tipo di
similitudine.

La matrice A che -caratterizza un’isometria ¢t: (X) N A(X)+v € una matrice
y y

ortogonale cioe una matrice le cui colonne sono vettori ortogonali e di modulo 1.
Tali matrici sono di due tipi:

—b
A=(4
s
oppure
b
A=(9
s %

con a*+b?=1. Nel primo caso l'isometria conserva |'orientamento della figura, nel
secondo lo inverte.

Esperimento

Considera i due triangoli rettangoli in figura: sono * v
evidentemente congruenti (puoi passare dall’'uno al-

I'altro con un movimento rigido cioé con un’isome-

tria). Determina l'affinita t che porta il triangolo blu 2

sul triangolo rosso; potrai verificare che la matrice A

di tale affinita & del tipo che caratterizza un’iso-

metria. i x

Punti corrispondenti:

(%]
—_
[=]
—_
(%]
e

) €A

P(1, 1), Q(1, 3), R(2, 1) E
Pl(lr 1)/ Ql(_ll 1)! R’(lr 2)

Consideriamo una generica affinita con A:(g Z

sistema lineare di 6 equazioni in 6 incognite seguente:

) e v:(l‘f); dobbiamo risolvere il

atb+e=1
c+d+f=1
a+3b+e=-1
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c+3d+f=1
2a+b+e=1 _ i s
e” Sistema lineare (n equazioni, n incognite)
2c+d+f=2
Sistema Iinaara.nl_?qua:i-:lni.n incognite n= |g -
o . ) . o N A =matrice n x nFi;-:_-:nmpleta (matrice dei coeff.
(Vedl flgura d f|anCO). QUIndI |’affinita t e x = vettore incognite, b = vettore termini noti
{A | b) = matrice n x (n+1) completa
Matrice completa (in azzumo la colonna dei temmini noti)
X 0 —1)(x\,.(2
t: - + Bl 0o [0 [ 1 0 1
(y) (1 0 )(y) (0)
0 ] 1 1 ] 1 1
. . i . . 1 k] ] 1] 1 1] -1
ed e del tipo che ci aspettavamo (isometria i 0 ] 3 [ o : :
di primo tipo, si conserva |'orientamento). 2 1 0 [0 [ 1 0 1
Notare che a’+b”=1: un’isometria € una 0o o |2 |1 |0 1 2
similitudine con rapporto di similitudine
uguale a 1. ok
Soluzione
1= I rango(f)= 6
2= |- rango (Alb)= 6
3= |1 Dim. ker(4)= 0
= |0 Parametri liberi = 0
x5= |2
x6= |0 Il sistema ha un'unica
soluzione

Esempio 13 (rotazioni)
Premessa

Le isometrie t: (X) - A(X)+v con A matrice ortogonale del tipo
y y

AZ(Z _ab) con a’+b’=1

conservano l'orientamento (det(A)=1) e sono rotazioni (primo tipo di isometrie
esaminate nell’esempio precedente). La condizione a?+b? = 1 implica che la coppia
(a, b) appartiene alla circonferenza unitaria con centro nell’origine, quindi la
matrice A puod essere riscritta in questo modo

(cos@ —sin@)

A=
sin@ cos@

e determina una rotazione di 8 radianti; tale rotazione & rispetto all’origine se
il vettore v e nullo.

Esperimento

Considera il triangolo rettangolo di vertici P(1, 1), Q(1, 3), R(2, 1):
(1) opera una rotazione di pi/4 con centro nell’origine;
(2) opera una rotazione di pi/4 con centro nel punto (2, 1).
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Nel primo caso il vettore v € nullo. Le figure seguenti mostrano come eseguire la
rotazione (sono anche state tracciate le tre circonferenze con centro nell’origine e
passanti per ciascun vertice dei triangoli).

&* Trasformazione affine di un insieme di punti X [ ¥

Applica la trasformazione affine
A5 4y
|,_-5.-,|
ai punti {x, y) di un dato insieme
5 e traccia I'mmagine 5"

5i pud anche applicare una nuo- * 1
va trasformazione al trasformato

5" e cosivia.

0 i
Matrice A e vettore v. Se v & nullo la trasformazione &
lineare
-1
cos (pl/4) —-sin(pi/4)
A= -2
zin{pis4) cos(pl/f4)
-3
0 3
T 4 3 2 1o 1 2 3 @4
0 -4
Insieme 5 (dati da importare)
Importa da file te Per generare il file utilizzare, ad
es., l'opzione "Grafico a disper-
tiangolo tat sione" o "Tabella curva parame-
trica”.

Impastazioni

B Tracciaanche 5 [ Applica solo |a traslazione
B Collega i purnii [ Visualizza i punti

(] Applica la trasformazione all'utime trasformato 5_1

Informazioni sulla trasformazione

Imposta la matrice inversa di A

Nel secondo caso per determinare il vettore | T e m e
v=(e, f) terremo conto che l'isometria ha il

centro di rotazione (2, 1) come unico punto ’qpp"cllfﬂlﬁ'mmmaﬁi”E
fisso, quindi 5 purti n-cy, di un dato insisme

S e traccia I'mmagine 5°.

Si pud anche applicare una nuo- . = x
COs ( p1/4 ) - Sil'l ( P1/4 )) ( 2 ) + ( e ) (2) Vaﬁl’ﬁ&’fnmmzioll':uep al trasformato w

sin(pi/4) cos(pil/4) J\1 f= 1 e

Matrice A e vettore v. Se v & nullo la trasformazione &
lineare

( cos (pi/f4) —sin(pi/4) )
A=

sin(pi/4) cos (pi/4)

da cui ricaviamo

e=2—(2cos(pi/4)—sin(pi/4))
f=1—(2sin(pi/4)+cos(pi/4)) ( 2-2cos (pi/4) )

1-Z2sin(pi/4)

[
o
L]

Insieme S (dati da importare)

ad

Importa da file tst Per generare il file utiizzare, ad
es., l'opzione "Grafico a disper-
tiangolo txt sione” o "Tabella curva parame-
trica™.

(=]
L

(%]

Impostaziani

B Tracciaanche 5 [ Applica solo la traslazions
B Collegai punti [ Visualizza i purti

[ Applica la trasformazione allultimo trasformato S_1

[=]
e

3|

0 x Informazioni sulla trasformazions
05 |0 05 1 15 2 25 3 Imposta la matrice inversa di & 0K

o
[y
n

e
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Esempio 14 (simmetrie)

Premessa

Le isometrie ¢: (X) - A(X)+v con A matrice ortogonale del tipo
y y

AZ(Z —ba) con a’+b’=1

invertono l'orientamento perché det(A)=-1<0 (secondo tipo di isometrie esami-
nate nell’esempio 12). La condizione a®+b? = 1 implica che la coppia (a, b)
appartiene alla circonferenza unitaria con centro nell’origine, quindi la matrice A
puo essere riscritta in questo modo

A= cosf sinf
(sin@ —cos6

Tali isometrie determinano una simmetria rispetto ad una retta per l'origine che
forma un angolo di 8/2 radianti rispetto all'asse delle x seguita da una tra-
slazione di vettore v.

Esperimento

Considera il triangolo rettangolo di vertici P(1, 1), Q(1, 3), R(2, 1):
(1) opera una simmetria rispetto alla retta y=x;
(2) opera una simmetria rispetto alla retta y=-x/2+1.

Nel primo caso |'asse di simmetria passa per | i
I'origine e quindi il vettore v & nullo. Le figure
seguenti mostrano come eseguire la simmetria
(é anche stato tracciato l'asse di ribaltamento ¥)diun dato X
: . . p at immagine 5. -
y=x che forma un angolo di pi/4 rispetto all'asse | s pus anche applicare una nue- ‘\\J/ *
A TF . va trasformazione al trasformato
delle x, quindi 9=pl/2) 5'e cosi via.

Applica la trasformazione affine
A
= Il}II

J+v

{x. y) di un dato insieme

Matrice A e vettore v. Se v & nulla |a trasformazione &

7 Ry
skl lingars
g ( cos (pi/fZ2) =in(pi/2) )
A=
— sin(pi/f2) —cos (pi/f2)
Fa
_ 1]
& ¥ = -
0
15
Insieme 5 (dati da impartare)
1 Importa da file txt
nE triangolo tx
0 % Impostazioni 3
05 o 5 |1 15 2 75 3 15 Traccia anche S || Applica solo la traslazione
0.5 Collega i purti [ Visualizza i purti

[ Applica la trasformazione allultimo trasformato S_1

Informazioni sulla trasformazione
Imposta la matrice inversa di A l oK l
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Nel secondo caso l'asse di simmetria non passa per |‘origine. Per determinare
I'angolo 6 terremo presente che l'asse y=-x/2+1 forma un angolo di atan(-1/2)
rispetto all’asse delle x (quindi 8=2atan(-1/2)); per determinare il vettore v=(e, f)
terremo presente che |'asse di ribaltamento y=-x/2+1 &€ un asse di punti uniti,
quindi, ad esempio, il punto (0, 1) che appartiene all’asse deve essere trasformato
in se stesso, quindi

sin(2atan(—1/2)) —cos(2atan(—1/2)))\1 1

cos(2atan(—1/2)) sin(2atan(—1/2)) )(0)+(?):(0)

da cui ricaviamo

e=0—sin(2atan(—1/2))
f=1+cos(2atan(—1/2))

g”* Trasformazione affine di un insieme di punti

o
n

Applica la trasformazione affine

A (30
St
Ly

(o]

ai punti {x, ¥} di un dato insieme
5 e traccia limmagine 5°.

! .
- w o
1E i : %
! Si pud anche applicare una nuo-
va trasformazione al trasformato

1 ; 5'e cosivia.
Matrice A e w. Se v & nullo |a trasf i -
P : Matrice A e vettore v. Se v & nullo |a trasformazione &
s lineare
zzz-\‘\- .
0 - % " cos{2atan(-]1 =sin(2atan(-1
e LY
/zz \x'\-\. A=
A E ra s sin{Zatan(-1 —-cos(Zatan|-

15 4050 05 1 15 2 25 (_Sin{zatan[_)
R =-ni2atant

l+cos(2atan

Insieme 5 (dati da importare)

Importa da file txt Per generare il iile l.lrtilizzar{e. ad
es., l'opzione "Grafico a disper-
tiangolo b sione” o "Tabella curva parame-
trica”.
Impostazioni
Traccia anche § [ Applica solo |a traslazione
Collega i punti (] Visualizza i purti

[ Applica la trasformazione alluttimo trasformato 5_1

Informazioni sulla trasformazione

Imposta la matrice inversa di A oK
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Esempio 15 (rette unite, autovettori, autovalori, caratterizzazione spettrale)
Premessa

Data un’affinita Au+v con u=(x), la parte lineare A determina la natura geo-
y

metrica della trasformazione, mentre v determina la traslazione. In particolare lo
spettro di A, cioe l'insieme degli autovalori di A, ci fornisce informazioni sulle
caratteristiche geometriche della trasformazione. Gli esempi seguenti si riferiscono
tutti a trasformazioni lineari cioe al caso in cui v=0 (vettore nullo). Per deter-
minare lo spettro di A utilizzeremo |'opzione Calcolo - Autovalori, autovettori, auto-
spazi matrice 2x2. Ricordiamo che u €& un punto fisso dell’affinita diverso
dall’origine se e solo se u € un autovettore di autovalore A=1 (Au=1u).

Omotetie

Consideriamo l'affinita

e (X] 2 2 0)\(x
Yy 0 2)\y
sappiamo che si tratta di un’‘omotetia con centro nell’origine e rapporto di omotetia

k=2 (vedi esempio 11). Calcoliamo autovalori e autovettori della matrice A (figura
seguente).

Putovalon, autovettori, auto- | AL cidenti A;z=A,=2=k. La dimensione del-
spazi di trice 2x2 (gli : \ - - \ . .
Sutospazi vengond tracciati) v I'autospazio dell’autovalore 2 & 2 quindi
In figura ad es., in rosso, \'-.\ ___,.-"’f |’aUtOSpaZiO e tutto RZ, tutti i vettori
gli autospazi relativi alla = i .
matrice N non nulli sono autovettori, tutte le
;1 1y o L aq =
4 1) L= \.\ rette per l'origine sono unite (una
ek i \ retta r si dice unita se ogni suo punto P
[nesre assonata sl Pwi w0 NAE b € trasformato in un punto P' che
Matrice 22 appartiene ancora adr, potendo P!
2 0 anche coincidere P).
( 0 2 )
Traccia il campo vettorisle  Guida —]
Tipo di stabilita L
Autovalori
M= 2
2= 2
Autovetton
vl= (1; 0)
v2= (0; 1)
Autovettori: avl+bv2 con a e b non entrambi

nulli (dimensione autospazio = 2)
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La figura a fianco mostra l'effetto della trasfor-
mazione sul solito triangolo; punti corrispondenti
hanno lo stesso colore e si trovano sulla stessa
retta per l'origine. Tutto il piano viene dilatato di un
fattore 2 in modo uniforme in ogni direzione.

CARATTERIZZAZIONE SPETTRALE DI UN'OMOTETIA:

i
=
—
(%]
[}
f=
n
=5

|

1. un unico autovalore A (molteplicita algebrica di A uguale a 2)
2. dimensione dell’autospazio di A uguale a 2 (molteplicita geometrica di A

uguale a 2).

Simmetrie assiali

Consideriamo l'affinita

. (x) . (cos(pi/B) sin (pi/3) )(x)

y sin(pi/3) —cos(pi/3))\y

sappiamo che si tratta di una simmetria rispetto
alla retta per l'origine che forma un angolo di pi/6
rispetto all’asse delle x (vedi esempio 14). Calco-
liamo autovalori e autovettori della matrice A
(figura a fianco).

La matrice A ha due autovalori distinti A;=-1 e
A>=1. I due autospazi sono rette per |'origine, la
loro dimensione € 1 (vedi la finestra della figura a
fianco, dando I'ok saranno tracciati i due
autospazi).

&”* Autovalori, autovettori, autospazi di una matrice 2x2 X

Autovalon, autovettor, auto- | '
spazi di una matrice 22 (gli 5 Wy
autospazi vengono tracciati) \

In figura ad es., in rosso, l \‘\ . /

gli autospazi relativi alla

| e
B = \
il campo vettoria- =~ \
o all'applicazione - \\
ssociata alla SRR LAY
Matrice 2«2
( cos (pi/3) =in(pi/3) )
sin (pi/3) —cos (pi/f3)
Traccia il campo vettoriale  Guida '7]
Tipo di stabilt ok |
Autovalori
M= -1
2= 1
Autovettor
vl= (-0,537735027; 1)
v2= (1,73203081; 1)
Autovettori di A1: kvl con k # 0. Autovettori di A2: kw2

con k # 0. (Possibile coincidenza)
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L'autospazio dell’autovalore 1 e I'asse di ribaltamento ed &€ un asse di punti uniti
(Au = Au = u), l'autospazio di -1 e la retta per l'origine ortogonale al primo
autospazio, € una retta unita (i suoi punti sono ribaltati rispetto all’origine, Au =

Au = -U).

La figura a fianco mostra la trasformazione
applicata al solito triangolo blu. Le due rette trat-
teggiate sono gli autospazi (tracciati da EffeDiX).
L'autospazio dell’autovalore 1 € la retta generata
dall’autovettore (1,73205081; 1) ed e l'asse di
ribaltamento.

CARATTERIZZAZIONE SPETTRALE DI UNA SIMMETRIA:
due autovalori A;=1, A,=-1. L'asse di simmetria
€ generato dall’autovettore relativo a A;.

Rotazioni

Consideriamo l'affinita

[[x cos(pi/4) —sin(pild)\[x

\y sin(pi/4) cos(pil4) |\y
sappiamo che si tratta di una rotazione di pi/4 con
centro nell’origine (vedi esempio 13). Calcoliamo

autovalori e autovettori della matrice A (figura a
fianco).

La matrice A ha due autovalori complessi coniu-
gati, inoltre

A1l = [A2] =1

Non ci sono autovettori reali. Tenendo presente
che

cos(pi/4) = sin(pi/4) = 0,70710678
cos(-a) = cos(a) sin(-a) = -sin(a)
e scrivendo gli autovalori in forma trigonometrica
si ha
A1 = cos(-pi/4) + i sin(-pi/4)
A2 = cos(pi/4) + i sin(pi/4)

ex Autovalon, autovettori, autospazi di una matrice 2x2 X

Autovalon, autovettor, auto- | "\
spazi di una matrice 22 (gli o Y
autospazi vengono tracciati) \

In figura ad es., in rosso, % e
gli autospazi relativi alla Nt =

In grigia, il campao vettoria- = \\_
le relativo all’applicazione - L
line ssociata alla 32wt Wo Ry \ Kz
matric

Matrice 2x2
( cos (pi/4) —sin(pi/4) )

sin(pi/4) cos (pi/4)

Traccia il campo vettoriale  Guida —l
Tioo di stabilita I oK

Autovalor

M= 0,70710678-0,707106781

k2= 0,70710678+0, 707106781
MI=Ix2]=1

Autovettor

vi= (0-1i; 1)

v2= (0+11i; 1)

Autovettori di A1: kvl con k # 0. Autovettorn di A2: kv2
conk # 0.
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CARATTERIZZAZIONE SPETTRALE DI UNA ROTAZIONE:
g . . . (xi6

1. due autovalori complessi coniugati e( )
2. modulo autovalori uguale a 1
L'angolo di rotazione 8 € determinato a meno del segno dall'argomento degli

autovalori.

Similitudini
PrimO caso ConSideriamO |’aff|n|té e" Autovalor, autovettori, autospazi di una matrice 2x2 X
Autovalon, autovetton, auto- | "\ T
spazi di trice 22 (gl . A 2
t: ( X ) ( ]_ 2) ( X ) alfr::-;p;L:IiIT-?eI::-;:::mJ tr: “:igtli_ ) \\ -
: = — In figura ad es., in rosso, . \ »
y 2 1 y Jn|l !alj.nl-l;;;a:i |-e'|:t1i:-ija||;' \* - =
matrice _ \ =
sappiamo che si tratta di una similitudine diretta G 4) e \
a = oy o In grigiao, il campo vettoria- = \
con rapporto di similitudine le rel all'applicazione : \
linea ociata alla 3wl wbt o Wil
5 > matrice
Va’+b’=\5~2,23606798 Matice 232
1 2
(vedi esempio 10). Calcoliamo autovalori e auto- ( )
-2 1

vettori della matrice A (figura a fianco).

Traccia il campo vettoriale  Guida '7]

) 0K
) ) ) ) Tipo di stabilita
La matrice A ha due autovalori complessi coniu-
. . . . . Autavalon
gati, inoltre il comune modulo degli autovalori e e
- - g - A= - 1
uguale al rapporto di similitudine
= 1+21
I)\ll = I)\Zl ~ 2,23606798 A1 1=1x21=223606738
Autovettor
Non ci sono autovettori reali; la trasformazione vi= (0+1i; 1)
non ha rette unite, 'unico punto fisso € l'origine. v2= (0-1i; 1)
Nella figura seguente l'effetto della similitudine sul Autovettori diM: kvl con k # 0. Autovettori di A2: kv2
. . . . . con k 0.
solito triangolo (rotazione + dilatazione). o
7
] i
0 X
A
2
D 1 2 3 4 5 & 7T &8

Secondo caso. Consideriamo l'affinita

() -G 2)6)
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sappiamo che si tratta di una similitudine
che inverte l'orientamento, il rapporto di

ex Autovalor, autovettori, autospazi di una matrice 2x2 X

T . 2 Autovalon, autovettor, auto- | "‘.\ !
similitudine e spazi di una matrice 22 (gl : A1
autospazi vengono tracciati) \\
\/m=\/§%2 23606798 In figura ad es., in rossao, \\ __..—'-"'"/
’ gli autospazi relativi alla =
matrice ¥ \ x
(vedi esempio 10). Calcoliamo autovalori e (h i \
autovettori della matrice A (figura a fian-  Inorigio, il campo vettoria- =~ \
le relativo all'applicazione - \\
CO). line ssociata alla 3wl wht W0 K1 WK
matrice
La matrice A ha due autovalori reali op- Matrice 22
posti, inoltre il comune modulo degli 1 2
autovalori & uguale al rapporto di simi- 5 1
litudine
Traccia il campo vettoriale  Guida Tl
[A1] = |A2] = 2,23606798 Tipo di stabilita R
I due autospazi relativi ai due autovalori futovalon
hanno dimensione 1 e sono due rette B < 23606798

unite ma l'unico punto unito e l'origine. 2= 2,23606798

Nella figura seguente l|'effetto della simi-
litudine sul solito triangolo (simmetria +
dilatazione). Due cose da notare:

Autovettor

vl= (-0,6180335%; 1)

v2= (1,6180335959; 1)
1. vertici corrispondenti sono stati tracciati Autovettori diAl: kvl con k 2 0. Autovettori diA2; kv2
con lo stesso colore; per farlo aprite le conk # 0. (Possibile coincidenza)
finestre relative al triangolo iniziale S_0 e
al suo trasformato S_1 e fate clic sulla riga relativa al punto; nel primo triangolo i
vertici hanno orientamento orario (nero,
rosso, giallo in senso orario), nel tras-
formato hanno orientamento inverso
(nero, rosso, giallo in senso antiorario);

L W
o ¥

(]

2. sono tratteggiate in grigio le due rette
che costituiscono gli autospazi e sono
stati evidenziati in blu e in rosso due -
segmenti corrispondenti appartenenti ai
due triangoli e ad una retta unita (auto-
spazio); come si vede il segmento blu
subisce una dilatazione nella direzione
dell’autovettore v,=(1,618; 1) ma rimane Ty
sulla retta unita (si tratta di una : -

dilatazione perché il relativo autovalore -2

ha modulo maggiore di 1).

\
(=]
_;

P
Lad
o=
en
a7
|
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CARATTERIZZAZIONE SPETTRALE DI UNA SIMILITUDINE:
|A1]=]Aa]

Se gli autovalori sono complessi coniugati la similitudine conserva |'orientamento
(rotazione + dilatazione); se sono reali opposti la similitudine inverte l'orien-
tamento (simmetria assiale + dilatazione); se sono reali coincidenti la similitudine
€ un’‘omotetia con centro nell’origine.



